Egy érdekes sikgeometriai feladat — 2. rész

Dolgozatunk 1. részében — Id.: *)! — kapott némely eredményiinket most mas ton vezet -
jiik le, valamint ujabb részfeladatokat is kittiziink és megoldunk itt.
Ehhez tekintsiik az 1. dbrat!
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El6szor kiszamitjuk a BD szakasz hosszat; szinusztétellel kapjuk, hogy:

@ . BD _ sin[A=(90°~@)] _ sin(A+p-90°) _ sin{-[90°-(A+w)]} _  sin[90°=(A+w)] _
B] 2-r-cosA sint o sint o sint o sint o
= st BD = —2-r-cosA- A (1)
sint sint
Minthogy a BJ kériven nyugvo keriileti szogek egyenldk, ezért:
T=90°—-41; (2)

most (1)és(2)-vel:

BD =—2-1-cosd <SP _ 9.y cos ) SR

sin(90°-1) cos A —2-7-cos(A+p),

tehat:



BD = —-2-r-cos(A+pu) . (3)

Masodszor: kiszamitjuk az AB szakasz hosszat. Ismét szinusztétellel, ( 3 ) - mal is:
AB _ sin§ sin g __ siné
BD sin(a+B)  sin[180°—(A+u)]  sin(A+p)

R e siné sin§
AB—BD-Sin(MM)——Z-r-cos(/1+,u)-sin@+”) : (4)
A 2. abrarol, (2) - vel is:

§=90°—-71=1, (5)
igy (4)és(5)szerint:

R sinAd sin A
AB——2-r-cos(A+u)-sin(A+u)—— i

R sin A

AB=-2-1 7= (6)

Harmadszor: kiszamitjuk az AD szakasz hosszat. Megint szinusztétellel, ( 3 ) - mal is:

AD _ siny __ siny - _B®n. siny o ~_siny

ﬁ o sin(a+pf) o sin(A+u) - AD =BD sin(A+u) =-2-r COS(A t+ ‘u) sin(A+u)
E=—2-r-cos(&+u)-si:zzrm : (7)
Minthogy a DK koriven nyugvo keriileti szogek egyenlok, ezért

o=90°—u . (8)
A 2. abrar6l, ( 8) - cal is:

)/:9()°—O':‘u_ (9)
Most (7)¢és(9) - cel:

AD = —2 . 4 - L_Sinp o, Sinp

AD = =2 -r-cos(A+ u) e T D

AD = —9 .. SIK

AD =-2-r T (10)

Az eddigiekkel, ( 6 ) és ( 10 ) hanyadosabol:
AB _ sinl

— . (11)

AD  sinp ’

az 1.rész ( 16 ) képletével:



sina sin A

sinf ~ sinu ’

majd (11 )és (12) - vel:
E_ sina

AD  sinB’

egyezésben az 1. rész ( 11 ) képletével.

Ratérve a teriiletekre:

1 — 1 ==
TABC=5'BC'ch; TACD=5'CD'mCD-

Mivelhogy az 1. abra alapjan irhatjuk, hogy:

Mpc = Mcp(= Mpp) ,

igy a teriiletek aranya, ( 14 ) és ( 15) - tel is:

1 == _
Tapc _ 7 B¢ ™Msc _ BC

T acp %-E -m¢p €D

Amde szinusztétellel, (9 ) - cel is:

BC sina sina

_sina _ pr_ 7.

AC  siny sinp sinu ’

ismét szinusztétellel, ( 5) - tel is:

CD _sinf _ sinp = _ 7~ sinB

- CD = AC

AC  siné  sini sin ’

most (16),(17)és(18) - cal:
Tapc _ BC R'% _ sina sini

TACD_E_R.E%_SH’)[; Sil’lﬂ. ’

majd pedig ( 12 ) és ( 19 ) szerint:

Tapc _ sina _ sin?2

Tacp sin2fB  sin2u '’

egyezésben az 1. rész ( 12) és (29 ) eredményeivel.
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Most kiszamitjuk az AC, BC és CD szakaszhosszakat, a szinusztétel alkalmazasaval.



AC siny siny sin sin u

ﬁ - sin[180°—(a+y)] - sin(a+y) = sin(a+u) > AC=4B" sin(a+u) - (6) -
A7 — 9 e sin A ) sinu

AC=—2-7 tg(A+u) sin(a+p) (21)
E_ sina _ sina & BC =148 sina 5(6) -

AB  sin[180°—(a+y)]  sin(a+u) - sin(a+pu)

- sin A sina

Bt =—2-7- tg(A+p) “sin(a+p) (22)
[ sin _ sinp__ sinf =~ _ 7. sing

AD  sin[180°—=(B+68)]  sin(B+8)  sin(B+A) > (D=4D sin(B+21) - (10) -
CD=-2 r-Sop  _sib (23)

tg(A+u) sin(B+A)

A -ra és a - ra vonatkozo Osszefliggéseket az 1. rész (27 ) és ( 28 ) képletei adjak meg:

B(A ) ,U) = % ) arcsin 2 ) sinA 2 ssirilnu(/}-ic-(l)is)l-sin(l+u) ) ( 24 / 1 )
sing  2-sinAd— cosp- sin(A+p)

a(d,u) =180°—[A+u+ B, u)]. (24/2)

Megjegyzesek.

M1. Lathato, hogy itt részben 1ényegesen mas uton jutottunk az 1. rész megfeleld eredme -
nyeihez.

M2. Az 1. abran nem jeloltiik be a ( 15 ) szerinti magassagokat.

M3. A szakaszhosszakra kapott negativ eldjelii eredmények valdjaban pozitivok, mert a
benniik szerepld (4 + u ) szo6g tompaszdg, ennek koszinusza és tangense pedig negativ.

M4. Latjuk, hogy a szamitasok eléggé nehézkes képletekre vezetnek. Ebben az esetben a
szerkesztés sokkal egyszeriibben juttat célhoz. A szerkesztéssel kapott eredmények pon -
tossaga azonban mar kérdéses. Ugy latjuk, hogy ennél a feladatnal az az észszer(i maga -
tartas, hogy az eredményeket szamitassal s szerkesztéssel is eldallitjuk; ekkor csokken a
tévesztés veszélye is.

MB5. Fentiek szerint az Gjabb eredményekre vonatkoz6 feladatunk kiirasa az alabbi lehet.



Adott: r,i,u.
Keresett: BD , AB,AD,AC,BC,CD. (K)

A kapott eredményeket egy szampéldaban alkalmazzuk.

Hatarozzuk meg a ( K ) szerinti szakaszhosszakat az 1. részbdl atvett aldbbi adatok, illetve
eredmények esetére!

Adatok:
A =48,81407483°, u = 69,44395478° ; r =10cm ;
a = 27,14968169°, [ = 34,5922887° . (A)
BD = —2-r-cos(A+pu) = —2-10 (cm) - cos(48,81407483° + 69,44395478°) =

=—-20(cm)-(—0,4734431133) = 9,468862266 (cm ) ~ 9,47 (cm ), tehat:
BD ~ 9,47 cm . (a)
e sin A sin 48,81407483° _
AB=-2-1" tg(A+u) —2-10 (em) ' 1g(48,81407483°169,44395478°)

= —20(cm) - (—0,4045099733) = 8,090199466 (cm ) =~ 8,09 (cm ) , tehat:
AB ~ 8,09 cm . (b)
E — 2.y sinpu —_2.10 (cm) ] Sin 69,44395478° _

tg(A+p) tg(48,81407483°+69,44395478°)

= —20 (cm) - (—0,5032769328) = 10,06553866 (cm) =~ 10,07(cm) , tehat:
AD ~ 10,07 cm . (c)
TG sin A ) sinp
AC=-2-1 tg(A+u) sin(a+p) o

= —2-10 (cm) - sin 48,81407483° sin 69,44395478°

tg(48,81407483°+69,44395478°) . sin(27,14968169°+69,44395478°) =
= —20 (cm) - (—0,4045099733) - (0,942563742) =
= —20 (cm) - (—0,3812764341) = 7,625528682 (cm) ~ 7,63(cm), tehat:

AC ~ 7,63 cm . (d)
—_— sin A sina
BC=-2-7" tg(A+u) . sin(a+u) o

= _2. 10 (Cm) . sin 48,81407483° sin 27,14968169°

tg(48,81407483°+69,4-4-3954-78°) . sin(27,14968169°+69,44395478°) =
—20 (cm) - (—0,4045099733) - (0,4593550399) =



= —20 (cm) - (—0,1858136949) = 3,716273899 (cm) ~ 3,72 (cm), tehat:

BC ~ 3,72 cm . (e)
Val: T, sinu ) sinf
(D=-2-r tg(A+p) sin(B+A)

——2-10 (Cm) . Sin 69,44395478° sin 34,5922887° i

tg(48,81407483°+69,44395478°)  Sin(34,5022887°+48,81407483°) _

= —20 (cm) - (—0,5032769328) - (0,5715132159) =

= —20 (cm) - (—0,2876294184) = 5,752588367 (cm) = 5,75 (cm) , tehat:
CD ~ 5,75 cm . (f)

Az (a), ..., (f)eredmények jol egyeznek a 2. abrardl lemérhet6 értékekkel.
Utdbbiak nyerése persze kiss€ nehézkes, nem olyan konny(li, mint a szogek lemérése.
Ezért is kell gyakorolni. Erre is mutatunk egy példat.

PELDA

A szamitdgép monitorjardl valamilyen nagyitasnal lemértiik az alabbi adatokat:
R(0OK) = 10,25 (cm) - V(0K) = 10,00 (cm) .

A monitorképi rajz M méretaranya ( is ) az R rajzi hossz és a V valodi hossz hanyadosa:

M =R _ROK) _ 1025 _ 4455
v v(0oK) 10,00

Tovabba a CD szakaszra méréssel a rajzi hossz:
R(E) = 5,90 (cm) .

Most ezzel a méretarany kifejezése:

M= R _ R(CD) 5 1,025 = 5,9OEm)
v(cD)

v v(cD)
V(C_D) ~ 5,76 (cm) < CD =~ 5,75 (cm) ,

5,90 (cm)
1,025

- V(CD) =

~ 5,76 (cm) , tehat:

ami jo egyezésnek mondhatd. Itt azzal a feltevéssel éltiink, hogy a képernyé minden ré -
sz&n ugyanazt a rajzi méretaranyt talaljuk. ( Ez vélhetden csak jo kozelitéssel all fenn. )

M6. Nem felejtjiik el, hogy az 1. dbran a B és D pontoknal Thalész tétele miatt van egy -
egy derékszog is berajzolva.



M7. Egy ellendrzési lehetGség az 1. abra és adatai szerint az alabbi.
BC+ CD =BD . (25)

Most (e ), (f), (a) és (25) szerint:
3,716273899 (cm) + 5,752588367 (cm) = 9,468862266 (cm ) —
9,468862266 (cm ) = 9,468862266 (cm ) , O.K. (§)

(25) azért ad egy ellendrzési lehetdséget, mert a benne szerepld hosszakat egymastol
fiiggetleniil hataroztuk meg.

Meglepd az Osszes szamjegyre torténd egyezeés ( § ) bal és jobb oldalan. Ez mindjart értel -
met ad annak, hogy az ( A) - ban szerepl6 szogeket miért irtuk fel / hataroztuk meg a ti -
zedesvessz0 utani oly sok szamjegyre pontosan; valamint annak is, hogy miért nem kere -
kitett ertekekkel szamoltunk tovabb.

Az erdeklddo Olvaso (25 ) teljesiilesét gy is belathatja, hogy a megfeleld képletekkel
dolgozva azonossagra jut. Javasoljuk e szamitas elvégzéset is!

M8. Azt gondoljuk, hogy a megadott feladat némiképpen ,.kimodolt”. ( Ez meglepd? )
Ehhez vessiink egy pillantast az eredeti abrara is!

“p

2. dbra — forrasa: [ 1 ]

Allitasunk mellett azzal érveliink, hogy az & és f# szogek nem kdzvetlen bemend adatok,
hanem eredmények. A kdzvetlen bemend adatok pl. a 4 és u szogek, melyek alkalmaza -
saval el6all az (a + f ) szOg csucsa, melyet a kor kozéppontjaval 6sszekotve kapjuk meg
kiilon - kiilon az a és f szogeket. Ennek megfelelden a

Tapc — Tzold _ Tzold _ S?nza ' TaBc _ S.inz/’l (20/1)
Tacp  Tpiros Tpiros sin® Tacp  sin“pu

képletek utolsodja tiinik szamunkra jogosabbnak, nem vitatva az alahuzott képlet szépségét.



Tény, hogy pl. a szel6tételes megoldashoz a - n és f - n kiviil nem kellenek mas szogek.
Nem felejthetjiik el, hogy ha ez a feladat egy versenyfeladat, akkor az elobb emlitett
,,kimodoltsag” mindjart érthetobb. ( Tudjuk, hogy az irasbeli érettségi is egy verseny, hi -
szen akar az egyetemi felvétel is mulhat az eredményén. )

Ajanlott olvasmany:

*) Eqy erdekes sikgeometriai feladat.pdf (galgoczi.net)

Forras:

[ 1] - https://mirangu.com/through-the-roof/#more-10233
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